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PROCESOS DE MARKOV

e Existen principalmente dos enfoques para caracterizar modelos Markovianos:

- A través de las ecuaciones diferenciales estocdsticas.
- A través de su ley probabilistica.

e Desde un punto de vista estadistico, es fundamental la disponibilidad de las
probabilidades de transicién.

e En caso contrario, se recurre a algunas metodologias para hacer inferencias:

- Aproximaciones de SDE.
- Inversién de funciones generadoras.

Objetivo: Caracterizar una clase de procesos de Markov (X:):>0, con valores en X,
cuyas transiciones se puedan descomponer de la forma:

k(02 = [ v ey g (), &)

donde (Y:):>0 es un proceso de Markov con valores en Y, xo, x € X.
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INFERENCIA DE PROCESOS DE MARKOV

e [Gorgi,2018] Ndmero mensual de crimenes reportados en la ciudad de
Blacktown, Australia, de Enero 1995 a Diciembre 2014.
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e Se propuso un modelo AR(1) en donde el termino del error cuya ley es

binomial negativa.
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INFERENCIA DE PROCESOS DE MARKOV

e Alternativamente, se propone la versién continua

Xty

Xo, £ 3 Kj + e(t1, 1),
j=0

donde Ky = 0, (Kj);j>1 son v.a.’s i.d.d. e independientes de ¢(t1, 1) y
Xey ~ NB(r,q).

e Este proceso caracteriza al proceso de nacimiento y muerte lineal con tasas
infinitesimales:

ip sij=1i—1,
_Jidx+v sij=i+1,

W= Ziu N —v sij=i,
0 en otro caso.

e [Joe,H. (2003,2010)] Si la funcién caracteristica de {X;[X;—1 = x;_1} se
denota por ¢, y definimos

1 1 T P —iuy
ayy= 1oL Re(w(u)ie_)du
2 27 )_, 1—eu

Entonces se obtienen las transiciones del proceso (X:):>o.
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INFERENCIA DE PROCESOS DE MARKOV

e Utilizando operadores de adelgazamiento, en [Leisen, Mena, Palma and Rossini
2019] se encontraron las probabilidades de transicién de X, las cuales son de la

forma:
X AX ct
q(e” — 1)\ . 1—gq
k¢(x0, X) = Z NB(X —y;r+y, T_q)Bm(y;xo, r)
y=0

—-q
e Para este conjunto de datos estimamos los pardmetros del proceso.

Comparison of the estimation values and computational timing (in seconds) between our

transition probability (Exact) and the Joe's transition probability (Numerical Inversion 1
and Numerical Inversion 2).

Transition probability (r.q.c) Time (in s)
Exact (6.0865, 0.6031, 0.6848) 1765 s
Numerical Inversion 1 (6.0865, 0.6486, 0.7237) 2575.60 s
Numerical Inversion 2 (6.5110, 0.4128, 0.9002) 17085.02 s

m Adicionalmente, evaluamos la precisién de nuestros estimadores, utilizando el

MSE, y el desempefio de nuestras predicciones mediante el criterio log
predictive score.
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ESQUEMA DE FILTRADO ESTOCASTICO

e Sea (£2,.7,P) un espacio de probabilidad.
e Sean {7t > 0} y {¥:;t > 0} dos filtraciones tales que:

G C Fr C F, para cada t.

Sea X = (X:):>0 un proceso de Markov c/r a .7:.

Sea Y = (Y:)i>0 un proceso de Markov c¢/r a ;.

Si existe (A:):~o tal que [f(X;)|%:] = A:f(Y:) para cada f, entonces X y Y
estan entrelazados i.e.

Qt/\ = /\Pt.
/\t+s
Xt+s - Yt+s
Pr+s QH-S
s S
A
X ° Y.
P Q
No

X <~ Y
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PROCESOS DE GALTON-WATSON

e Un procesos de Galton-Watson, GW,. (1), con distribucién de descendencia
1= (pe)e=o0 es una cadena de Markov Z" = (Z;7),>0 tal que

pilosiiz1,j>0,

P =P(Zr, =j|1Z5 =)=
1,J ( n+1 J‘ n ’) {50#_ SII:0j20

donde ;"' denota la i-ésima convolucidn de i, con 75 = k.

Z; =5
Zi=5
Z =1
zZi=7
Z =5
72 =3
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PROCESOS DE GALTON-WATSON

e Sean A A . A" procesos GW independientes con distribucién de
descendencia ;. tales que A) =1, para j = 1,..., x. Se satisface:

ZEL AL 4. Ak
e Definimos el proceso Y" = (Y,),>0 de la siguiente forma:

vk = #{j e{1,..,k}: O > O}.

7 =3 Yi=1
Z=4 yi=1
Z=5 yi=2
7l =5 Yi=2
=7 Yi =3
=7 Y; =3
zi=5 Yi=3
ZE=3 Ys =3

Al A° A’
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PROCESOS DE GALTON- WATSON

e Utilizamos la siguiente notacién:
f(s) - Z seﬂfy

>0

m=

NE

Lug,

~
Il

0 1_

n= nILmoo P(Z, = 0).
0

m > 1, respectivamente.

Fn

e Se dice que el proceso Z” es critico, subcritico, supercritico, si m =1, m < 1,
e Definimos las siguientes filtraciones:

<m

({840 < m<nj =1, k}),
R (VISR E

nj=1,.., n})
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PROCESOS DE GALTON-WATSON

PROPOSICION.

e El proceso Z¥ es un proceso de Markov con respecto a (.%,),>1, denotamos su
matriz de transiciones por (P"),>1.

e El proceso Y* es un proceso de Markov no homogéneo con respecto a (9n)n>1,
cuya matriz de transiciones satisface:

(@i = B(Y5 =Yy =) = () rhn(1 = rmum) ™,

donde r, m = P(Z} > 0|ZF > 0) y ro,,m = £°7(0) := P(A], > 0).

e Adicionalmente, se tiene que

P(ZF = j|%,) = P(ZF = j|YK) = (Ln)vr

e Por tanto, Q'A,, = A,P"". En particular, como Ay = Id se tiene que

P = QY Apm.

FREDDY PALMA MANCILLA ENTRELAZAMIENTOS PARA PROCESOS DE RAMIFICACION MARKOVIA



PROCESOS DE GALTON-WATSON

EJEMPLO:

e Sea Z" = (Z))n>0 un proceso de Galton Watson, con distribucién de
descendencia

e =(1— c)cé', para / > 0.

con ¢ € (0,1). Para este modelo tenemos que

n
sim=1,
F7(0) = § " 1
sim#1

mntl — 1

donde 7°” denota la n-ésima composicién de f consigo misma.

e Ademads, obtenemos que
. ) fon 0,n . P on
(An)e,i =NB(i = 6:6,£27(0)) vy a%” =Bin(jii,1 - £°(0)).
para n > 1.
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PROCESOS DE GALTON-WATSON

e Por tanto, las probabilidades de transicién a n pasos de Z” estan dadas por:

P =851 ﬁ NB(j — iy, fo”(O)) Bin(y; i1— fo"(O)) + 80y [fo"(O)} |
y=1

e Adicionalmente, para 0 < n < m se obtiene la expresién

1— fomfn(o)
'nm= —————F—~ 7~
1 fon(0)fom—n(0)

ALGORITMO DE SIMULACION EXACTA PARA {Z)°|Z§ = i} CUANDO j ~ Geo(1/2).

1) Ingresar enteros ny k.

2) Simular niimero aleatorio binomial con pardmetros « y ﬁ fijar en /.

(3) Simular ndmero aleatorio binomial negativo con pardmetros / y %H fijar en J.

4) Imprime i + j.
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PROCESOS DE GALTON-WATSON

Este resultado depende de la disponibilidad de una expresién “manejable” de °"(0).

e S.Sagitov y A. Lindo (2016) caracterizaron una clase de distribuciones cuya
f.g. es de la forma:

f(s)=A—[a(A— s)70 + c] -8,
con € (—1,0)U(0,1],y0<s <A
e Esta clase de distribuciones es cerrada bajo convoluciones.

Estudiamos el caso que ;1 pertenece a esta clase de distribuciones, y encontramos
una expresién para la matriz de transiciones de Z".
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ProceEsos CB

e Un proceso CB (X{);>0 es un proceso de Markov sobre [0, o), con
trayectorias continuas por la derecha, tal que Xg = x y

Pe(x+y,) = Pe(x,-) * Pe(y, )

donde P:(x,-) denota las probabilidades de transicién de X[, y = denota la
convolucién. Ademas,

E(eAXIX) —e xut(A).
Se sabe que u;(\) satisface

0
—ut(A) = =V (N),
S-ue(A) = —W(),
donde W es el exponente de Laplace de un proceso de Lévy espectralmente
positivo, i.e.
e o)
W(A) =cA+ BAZ + / (efM -1+ )\xl{x<1})1/(dx)
0

donde c € R, 5 > 0y v es una medida de Lévy, con W(0) = 0.
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ENTRELAZAMIENTO NO HOMOGENEO PARA PROCESOS CB

PROPOSICION .

Sea X* = (X

(XZ)¢=0 un proceso CB con mecanismo de ramificacién W. Denotando
por (P{)i=0 as

u semigrupo
Py = Qf A+

donde Q; es un operador Poisson con parametro xu:(cc), y A es un operador
estocastico cuya transformada de Laplace es de la forma:

e INTERPRETACION. Dado que XJ = x € IR, se tiene que sobreviven una
cantidad Poisson, y de aquellos que sobreviven se genera un ndmero aleatorio
de descendientes siguiendo la ley de A.
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ENTRELAZAMIENTO NO HOMOGENEO PARA PROCESOS CB

e Para ejemplificar nuestros resultados encontramos las transicién de X* para:

2% caso Browniano
W) = e + BA? caso Browniano con deriva,
T ) At autosimilar,

cA + A*~1  autosimilar con deriva,

para o € (1,2).

ALGORITMO DE SIMULACION EXACTA PARA {X[} PARA EL CASO BROWNIANO.

1) Ingresar reales t y x.

(2) Simular ndimero aleatorio Poisson con pardmetro x/t, fijar en y.
(3) Simular ndmero aleatorio gamma con pardmetros y y ;, fijar en v.

4) Imprime v.
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ENTRELAZAMIENTOS PARA PROCESOS DE RAMIFICACION

TRABAJO ACTUAL

e ldeando otro tipo de relaciones de entrelazamiento.

1)

Analizar distintos tipos de procesos que se pueden definir dentro del
contexto de procesos GW.

Enfocamos en alguna relacidén que sea de nuestro interés.
Definimos los dos procesos de interés de la forma que nos
convenga, con su respectivas filtraciones.

Estudiar la relacion de entrelazamiento entre ellos.

Explorar el comportamiento al limite.

Entrelazamiento para procesos CB.
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ENTRELAZAMIENTOS PARA PROCESOS DE RAMIFICACION

INDIVIDUOS PROLIFICOS: La cantidad de individuos prolificos Y* dentro de una
poblacién supercritica Z" se definen como aquellos individuos que tienen
descendencia en todas las generaciones futuras.

Sea Y" un proceso de GW con distribucién de descendencia /i, cuya f.g. esta dada
por:
f(n+(1—-mn)s)—
g(s) = (n (1 ms) =1
-n
donde 1) es la probabilidad de extincién de Z".
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ENTRELAZAMIENTOS PARA PROCESOS DE RAMIFICACION

PROPOSICION.

Denotando por P, y @, a las matrices de transicién a n-pasos de Z" y Y",
respectivamente. Existe un operador estocdstico /\, definido por:

e (i i
N =BV =j1Z5) = () (@ = Y0,
J
tal que
PnA:/\Qm

Ademas, se tiene que

_ "+ (@ =m)s)—n
1—n '

g°"(s)

EJEMPLO:
e Sij=(1-c)c,conce(0,1)yc+#1/2 paralc {0,1,2,...}, entonces

{YZ1YE =1} ~ Geo(n").
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ENTRELAZAMIENTOS PARA PROCESOS DE RAMIFICACION

MODELOS CON INMIGRACION.

Un proceso de Galton-Watson con inmigracién Z” con « individuos iniciales, con es
una cadena de Markov sobre N tal que cuyas probabilidades de transicién de / a j
son:

Kk _ = w0 X
P(Z5a =125 = i) = (u™" xv);.
donde 11 y v son las distribuciones de descendencia e inmigracién, respectivamente.

e Suponer que la inmigracién proviene de dos factores ajenos, pero sélo se tiene
informacién total de la inmigracién, i.e. v = vy * 5.
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ENTRELAZAMIENTOS PARA PROCESOS DE RAMIFICACION

Ademds, se sabe que el proceso esta caracterizado por (W, ®) que son conocidos
como mecanismos de ramificacién y de inmigracién.

EJEMPLO:

e Sea X un proceso CBI, cuyo semigrupo es denotado por (P:):>0, con
W(A) = (B/2)A% y ®1()) = diA.

e Sea X* un proceso CBI, cuyo semigrupo es denotado por (@:):>o, con
V(A = (8/2)A2 y &(N\) = (61 + 52) A\

e De modo que, X* y X* son procesos de Bessel cuadrado.

e En este caso, existe un operador de entrelazamiento A tal que:
Q:\ = A\P:
donde
Af(y) = E[f(y2)],
con Z ~ Beta(d1, d2).

A esta relacién se le conoce como el dlgebra beta-gamma.
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e Algunos otros ejemplos de interés se obtienen cuando:

B2 caso Browniano
v() = )+ A2 caso Browniano con deriva,
a1 autosimilar,
cA+ A*~1  autosimilar con deriva,
o) = {6)\ caso Browniano con deriva y sin deriva
SA*~1  autosimilar con deriva y sin deriva.

=] & = = I
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Gracias por su atencion!
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