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Procesos de Markov

• Existen principalmente dos enfoques para caracterizar modelos Markovianos:

- A través de las ecuaciones diferenciales estocásticas.
- A través de su ley probabiĺıstica.

• Desde un punto de vista estad́ıstico, es fundamental la disponibilidad de las
probabilidades de transición.

• En caso contrario, se recurre a algunas metodoloǵıas para hacer inferencias:

- Aproximaciones de SDE.
- Inversión de funciones generadoras.

Objetivo: Caracterizar una clase de procesos de Markov (Xt)t≥0, con valores en X,
cuyas transiciones se puedan descomponer de la forma:

kt(x0, x) =

∫
Y
fXt |Yt

(x |y)fYt |X0
(y |x0)dy , (1)

donde (Yt)t≥0 es un proceso de Markov con valores en Y, x0, x ∈ X.
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Inferencia de procesos de Markov

• [Gorgi,2018] Número mensual de cŕımenes reportados en la ciudad de
Blacktown, Australia, de Enero 1995 a Diciembre 2014.

• Se propuso un modelo AR(1) en donde el termino del error cuya ley es
binomial negativa.
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Inferencia de procesos de Markov

• Alternativamente, se propone la versión continua

Xt2
d
=

Xt1∑
j=0

Kj + ε(t1, t2),

donde K0 = 0, (Kj)j≥1 son v.a.’s i.d.d. e independientes de ε(t1, t2) y

Xt1 ∼ NB(r , q).

• Este proceso caracteriza al proceso de nacimiento y muerte lineal con tasas
infinitesimales:

qi,j =


iµ si j = i − 1,

iλ+ ν si j = i + 1,

−i(µ+ λ)− ν si j = i ,

0 en otro caso.

• [Joe,H. (2003,2010)] Si la función caracteŕıstica de {Xt |Xt−1 = xt−1} se
denota por ϕ, y definimos

a(y) =
1

2
−

1

2π

∫ π

−π
Re
(ϕ(u)e−iuy

1− e−iu

)
du.

Entonces se obtienen las transiciones del proceso (Xt)t≥0.
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Inferencia de procesos de Markov

• Utilizando operadores de adelgazamiento, en [Leisen, Mena, Palma and Rossini
2019] se encontraron las probabilidades de transición de X , las cuales son de la
forma:

kt(x0, x) =

x0∧x∑
y=0

NB
(
x − y ; r + y ,

q(ect − 1)

ect − q

)
Bin
(
y ; x0,

1− q

ect − q

)
.

• Para este conjunto de datos estimamos los parámetros del proceso.

Adicionalmente, evaluamos la precisión de nuestros estimadores, utilizando el
MSE, y el desempeño de nuestras predicciones mediante el criterio log
predictive score.
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Esquema de filtrado estocástico

• Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad.

• Sean {Ft ; t ≥ 0} y {Gt ; t ≥ 0} dos filtraciones tales que:

Gt ⊂ Ft ⊂ F , para cada t.

• Sea X = (Xt)t≥0 un proceso de Markov c/r a Ft .

• Sea Y = (Yt)t≥0 un proceso de Markov c/r a Gt .

• Si existe (Λt)t≥0 tal que E
[
f (Xt)

∣∣Gt

]
= Λt f (Yt) para cada f , entonces X y Y

estan entrelazados i.e.

QtΛ = ΛPt .
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Procesos de Galton-Watson

• Un procesos de Galton-Watson, GWκ(µ), con distribución de descendencia
µ = (µ`)`≥0 es una cadena de Markov Zκ = (Zκn )n≥0 tal que

Pi,j := P(Zκn+1 = j |Zκn = i) =

{
µ∗ij si i ≥ 1, j ≥ 0,

δ0,j si i = 0, j ≥ 0.

donde µ∗i denota la i-ésima convolución de µ, con Zκ0 = κ.
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Procesos de Galton-Watson

• Sean ∆1,∆2, ...,∆κ procesos GW independientes con distribución de
descendencia µ tales que ∆j

0 = 1, para j = 1, ..., κ. Se satisface:

Z k
n

d
= ∆1

n + · · ·+ ∆k
n .

• Definimos el proceso Y κ = (Y κ
n )n≥0 de la siguiente forma:

Y k
n = #

{
j ∈ {1, ..., κ} : ∆j

n > 0
}
.
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Procesos de Galton-Watson

• Utilizamos la siguiente notación:

f (s) =
∑
`≥0

s`µ`, m̄ =
∞∑
`=0

`µ`, η = lim
n→∞

P(Z1
n = 0).

• Se dice que el proceso Zκ es critico, subcritico, supercritico, si m̄ = 1, m̄ < 1,
m̄ > 1, respectivamente.

• Definimos las siguientes filtraciones:

Fn = σ
(
{∆j

m; 0 ≤ m ≤ n, j = 1, ..., κ}
)
,

Gn = σ
(
{1{∆

j
m>0}; 0 ≤ m ≤ n, j = 1, ..., κ}

)
.
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Procesos de Galton-Watson

Proposición.

• El proceso Z k es un proceso de Markov con respecto a (Fn)n≥1, denotamos su
matriz de transiciones por (Pn)n≥1.

• El proceso Y k es un proceso de Markov no homogéneo con respecto a (Gn)n≥1,
cuya matriz de transiciones satisface:

(Qm
n )i,j := P(Y κm = j |Y κn = i) =

(i
j

)
r jn,m(1− rn,m)i−j ,

donde rn,m = P(Z 1
m > 0|Z 1

n > 0) y r0,m = f ◦m(0) := P(∆j
m > 0).

• Adicionalmente, se tiene que

P(Zκn = j |Gn) = P(Zκn = j |Y k
n ) := (∆n)Yκ

n ,j

• Por tanto, Qm
n ∆m = ∆nP

m−n. En particular, como Λ0 = Id se tiene que

Pm = Qm
0 ∆m.
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Procesos de Galton-Watson

Ejemplo:

• Sea Zκ = (Zκn )n≥0 un proceso de Galton Watson, con distribución de
descendencia

µ` = (1− c)c`, para ` ≥ 0.

con c ∈ (0, 1). Para este modelo tenemos que

f ◦n(0) =


n

n + 1
si m̄ = 1,

m̄n − 1

m̄n+1 − 1
si m̄ 6= 1.

donde f ◦n denota la n-ésima composición de f consigo misma.

• Además, obtenemos que

(Λn)`,i = NB
(
i − `; `, f ◦n(0)

)
y Q

(0,n)
i,j = Bin

(
j ; i , 1− f ◦n(0)

)
.

para n ≥ 1.
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Procesos de Galton-Watson

• Por tanto, las probabilidades de transición a n pasos de Zκ están dadas por:

Pni,j = δ{j≥1}

i∧j∑
y=1

NB
(
j − y ; y , f ◦n(0)

)
Bin
(
y ; i , 1− f ◦n(0)

)
+ δ{j=0}

[
f ◦n(0)

]i
,

• Adicionalmente, para 0 ≤ n < m se obtiene la expresión

rn,m =
1− f ◦m−n(0)

1− f ◦n(0)f ◦m−n(0)
.

Algoritmo de simulación exacta para {Zκn |Zκ0 = i} cuando µ ∼ Geo(1/2).

(1) Ingresar enteros n y κ.

(2) Simular número aleatorio binomial con parámetros κ y 1
n+1

, fijar en i .

(3) Simular número aleatorio binomial negativo con parámetros i y 1
n+1

, fijar en j .

(4) Imprime i + j .
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Procesos de Galton-Watson

Este resultado depende de la disponibilidad de una expresión “manejable” de f ◦n(0).

• S.Sagitov y A. Lindo (2016) caracterizaron una clase de distribuciones cuya
f.g. es de la forma:

f (s) = A−
[
a(A− s)−θ + c

]−1/θ
,

con θ ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1], y 0 ≤ s < A.

• Esta clase de distribuciones es cerrada bajo convoluciones.

Estudiamos el caso que µ pertenece a esta clase de distribuciones, y encontramos
una expresión para la matriz de transiciones de Zκ.
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Procesos CB

• Un proceso CB (X x
t )t≥0 es un proceso de Markov sobre [0,∞), con

trayectorias continuas por la derecha, tal que X x
0 = x y

Pt(x + y , ·) = Pt(x , ·) ∗ Pt(y , ·)

donde Pt(x , ·) denota las probabilidades de transición de X x
t , y ∗ denota la

convolución. Además,

E(eλX
x
t ) = e−xut (λ).

Se sabe que ut(λ) satisface

∂

∂t
ut(λ) = −Ψ(λ),

donde Ψ es el exponente de Laplace de un proceso de Lévy espectralmente
positivo, i.e.

Ψ(λ) = cλ+ βλ2 +

∫ ∞
0

(e−λx − 1 + λx1{x<1})ν(dx)

donde c ∈ R, β ≥ 0 y ν es una medida de Lévy, con Ψ(0) = 0.
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Entrelazamiento no homogéneo para procesos CB

Proposición .

Sea X x = (X x
t )t≥0 un proceso CB con mecanismo de ramificación Ψ. Denotando

por (Px
t )t≥0 a su semigrupo

Px
t = Qx

t Λt

donde Qx
t es un operador Poisson con parámetro xut(∞), y Λ es un operador

estocástico cuya transformada de Laplace es de la forma:

1−
ut(λ)

ut(∞)
.

• Interpretación. Dado que X x
0 = x ∈ R, se tiene que sobreviven una

cantidad Poisson, y de aquellos que sobreviven se genera un número aleatorio
de descendientes siguiendo la ley de Λ.
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Entrelazamiento no homogéneo para procesos CB

• Para ejemplificar nuestros resultados encontramos las transición de X x para:

Ψ(λ) =


βλ2 caso Browniano

cλ+ βλ2 caso Browniano con deriva,

λα−1 autosimilar,

cλ+ λα−1 autosimilar con deriva,

para α ∈ (1, 2).

Algoritmo de simulación exacta para {X x
t } para el caso Browniano.

(1) Ingresar reales t y x .

(2) Simular número aleatorio Poisson con parámetro x/t, fijar en y .

(3) Simular número aleatorio gamma con parámetros y y 1
t
, fijar en v .

(4) Imprime v .
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Entrelazamientos para procesos de ramificación

Trabajo actual

• Ideando otro tipo de relaciones de entrelazamiento.

1) Analizar distintos tipos de procesos que se pueden definir dentro del
contexto de procesos GW.

2) Enfocamos en alguna relación que sea de nuestro interés.
3) Definimos los dos procesos de interés de la forma que nos

convenga, con su respectivas filtraciones.
4) Estudiar la relación de entrelazamiento entre ellos.
5) Explorar el comportamiento al ĺımite.
5) Entrelazamiento para procesos CB.
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Entrelazamientos para procesos de ramificación

Individuos proĺıficos: La cantidad de individuos proĺıficos Y k dentro de una
población supercritica Zκ se definen como aquellos individuos que tienen
descendencia en todas las generaciones futuras.

Sea Y κ un proceso de GW con distribución de descendencia µ̄, cuya f.g. esta dada
por:

g(s) =
f (η + (1− η)s)− η

1− η
,

donde η es la probabilidad de extinción de Zκ.
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Entrelazamientos para procesos de ramificación

Proposición.

Denotando por Pn y Qn a las matrices de transición a n-pasos de Zκ y Y κ,
respectivamente. Existe un operador estocástico Λ, definido por:

Λij := P(Y κn = j |Zκn ) =
(i
j

)
(1− η)jηi−j ,

tal que

PnΛ = ΛQn,

Además, se tiene que

g◦n(s) =
f ◦n(η + (1− η)s)− η

1− η
.

Ejemplo:

• Si µ` = (1− c)c`, con c ∈ (0, 1) y c 6= 1/2, para ` ∈ {0, 1, 2, ...}, entonces

{Y κn |Y κ0 = 1} ∼ Geo(ηn).
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Entrelazamientos para procesos de ramificación

Modelos con inmigración.

Un proceso de Galton-Watson con inmigración Zκ con κ individuos iniciales, con es
una cadena de Markov sobre N tal que cuyas probabilidades de transición de i a j
son:

P(Zκn+1 = j |Zκn = i) = (µ∗i ∗ ν)j .

donde µ y ν son las distribuciones de descendencia e inmigración, respectivamente.

• Suponer que la inmigración proviene de dos factores ajenos, pero sólo se tiene
información total de la inmigración, i.e. ν = ν1 ∗ ν2.
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Entrelazamientos para procesos de ramificación

Además, se sabe que el proceso esta caracterizado por (Ψ,Φ) que son conocidos
como mecanismos de ramificación y de inmigración.

Ejemplo:

• Sea X x un proceso CBI, cuyo semigrupo es denotado por (Pt)t≥0, con
Ψ(λ) = (β/2)λ2 y Φ1(λ) = δ1λ.

• Sea X̄ x un proceso CBI, cuyo semigrupo es denotado por (Qt)t≥0, con
Ψ(λ) = (β/2)λ2 y Φ(λ) = (δ1 + δ2)λ.

• De modo que, X x y X̄ x son procesos de Bessel cuadrado.

• En este caso, existe un operador de entrelazamiento Λ tal que:

QtΛ = ΛPt

donde

Λf (y) = E[f (yZ)],

con Z ∼ Beta(δ1, δ2).

A esta relación se le conoce como el álgebra beta-gamma.
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Entrelazamientos para procesos de ramificación

• Algunos otros ejemplos de interés se obtienen cuando:

Ψ(λ) =


βλ2 caso Browniano

cλ+ βλ2 caso Browniano con deriva,

λα−1 autosimilar,

cλ+ λα−1 autosimilar con deriva,

Φ(λ) =

{
δλ caso Browniano con deriva y sin deriva

δλα−1 autosimilar con deriva y sin deriva.
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Gracias por su atención!
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